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On conside`re Ω un ouvert borne´ de R3, a` frontie`re ∂Ω re´gulie`re,
constitue´ d’un mate´riau :
1 parfaitement conducteur,
2 de permittivite´ die´lectrique ε > 0,
3 de perme´abilite´ magne´tique µ > 0.
Le champ e´lectrique E (x , t) et le champ magne´tique H(x , t) dans ce
mate´riau ve´rifient les e´quations de Maxwell


ε
∂E
∂t
(x , t)− rotH(x , t) = 0, dans Ω× R+,
µ
∂H
∂t
(x , t) + rotE (x , t) = 0, dans Ω× R+,
divE (x , t) = 0, divH(x , t) = 0, dans Ω× R+,
E (x , t) ∧ ν = 0, H(x , t) · ν = 0, sur ∂Ω× R+,
E (x , 0) = E0(x), dans Ω,
H(x , 0) = H0(x), dans Ω.
G. Haine, K.D. Phung, K. Ramdani Observateurs ite´ratifs pour Maxwell
Introduction Algorithme de reconstruction abstrait Application aux e´quations de Maxwell Conclusion
Les e´quations de Maxwell 4 / 35
On conside`re Ω un ouvert borne´ de R3, a` frontie`re ∂Ω re´gulie`re,
constitue´ d’un mate´riau :
1 parfaitement conducteur,
2 de permittivite´ die´lectrique ε > 0,
3 de perme´abilite´ magne´tique µ > 0.
Le champ e´lectrique E (x , t) et le champ magne´tique H(x , t) dans ce
mate´riau ve´rifient les e´quations de Maxwell


ε
∂E
∂t
(x , t)− rotH(x , t) = 0, dans Ω× R+,
µ
∂H
∂t
(x , t) + rotE (x , t) = 0, dans Ω× R+,
divE (x , t) = 0, divH(x , t) = 0, dans Ω× R+,
E (x , t) ∧ ν = 0, H(x , t) · ν = 0, sur ∂Ω× R+,
E (x , 0) = E0(x), dans Ω,
H(x , 0) = H0(x), dans Ω.
G. Haine, K.D. Phung, K. Ramdani Observateurs ite´ratifs pour Maxwell
Introduction Algorithme de reconstruction abstrait Application aux e´quations de Maxwell Conclusion
Le proble`me inverse 5 / 35
1 Introduction
Les e´quations de Maxwell
Le proble`me inverse
2 Algorithme de reconstruction abstrait
Syste`me du premier ordre
Observateur direct
Observateur re´trograde
Un aller-retour
Ite´rations
3 Application aux e´quations de Maxwell
Premier ordre
Existence des observateurs
Construction des observateurs
Reconstruction des donne´es initiales
4 Conclusion
Remarques et Perspectives
G. Haine, K.D. Phung, K. Ramdani Observateurs ite´ratifs pour Maxwell
Introduction Algorithme de reconstruction abstrait Application aux e´quations de Maxwell Conclusion
Le proble`me inverse 6 / 35
On mesure le champ e´lectrique sur
un sous-domaine O de Ω pendant
un intervalle de temps [0, τ ], avec
τ > 0
y(x , t) = χ(x)E (x , t), dans Ω×[0, τ ].
ou` χ est la fonction caracte´ristique
de O. Observation sur O × [0, τ ].
Notre objectif
Le proble`me inverse que l’on conside`re est de reconstruire les donne´es
initiales (E0,H0) a` partir de y .
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Cela n’est pas pertinent si O et τ ne sont pas correctement choisis !
Deux “mauvaises” configurations.
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Une hypothe`se suffisante est celle d’observabilite´ exacte en temps τ > 0 :
il existe kτ > 0 ∫ τ
0
‖y(s)‖2ds ≥ kτE(E0,H0).
Elle sera ve´rifie´e sous des conditions ge´ome´triques de type Bardos, Lebeau
et Rauch, de´montre´es par Phung (2000).
Exemples de configurations admissibles.
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Ide´e de la me´thode
2 ite´rations, avec un temps de mesure τ .
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A. Smyshlyaev, et M. Krstic
Backstepping observers for a class of parabolic PDEs (Systems
Control Lett., 2005)
D. Auroux, et J. Blum
Back and forth nudging algorithm for data assimilation problems
(C. R. Math. Acad. Sci. Paris, 2005)
K. D. Phung, et X. Zhang
Time reversal focusing of the initial state for Kirchhoff plate (SIAM
J. Appl. Math., 2008)
K. Ramdani, M. Tucsnak, et G. Weiss
Recovering the initial state of an infinite-dimensional system using
observers (Automatica, 2010)
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Conside´rons le syste`me
{
z˙(t) = Az(t), ∀ t ∈ (0, τ),
z(0) = z0,
et son observation
y(t) = Cz(t), ∀ t ∈ (0, τ).
1 X et Y sont deux espaces de Hilbert,
2 A ∈ L(D(A),X ) est anti-adjoint,
3 C ∈ L(X ,Y ),
4 (A,C ) exactement observable en τobs.
G. Haine, K.D. Phung, K. Ramdani Observateurs ite´ratifs pour Maxwell
Introduction Algorithme de reconstruction abstrait Application aux e´quations de Maxwell Conclusion
Syste`me du premier ordre 12 / 35
Conside´rons le syste`me
{
z˙(t) = Az(t), ∀ t ∈ (0, τ),
z(0) = z0,
et son observation
y(t) = Cz(t), ∀ t ∈ (0, τ).
1 X et Y sont deux espaces de Hilbert,
2 A ∈ L(D(A),X ) est anti-adjoint,
3 C ∈ L(X ,Y ),
4 (A,C ) exactement observable en τobs.
G. Haine, K.D. Phung, K. Ramdani Observateurs ite´ratifs pour Maxwell
Introduction Algorithme de reconstruction abstrait Application aux e´quations de Maxwell Conclusion
Observateur direct 13 / 35
1 Introduction
Les e´quations de Maxwell
Le proble`me inverse
2 Algorithme de reconstruction abstrait
Syste`me du premier ordre
Observateur direct
Observateur re´trograde
Un aller-retour
Ite´rations
3 Application aux e´quations de Maxwell
Premier ordre
Existence des observateurs
Construction des observateurs
Reconstruction des donne´es initiales
4 Conclusion
Remarques et Perspectives
G. Haine, K.D. Phung, K. Ramdani Observateurs ite´ratifs pour Maxwell
Introduction Algorithme de reconstruction abstrait Application aux e´quations de Maxwell Conclusion
Observateur direct 14 / 35
On suppose qu’il existe H+ ∈ L(Y ,X ) tel que A+ = A + H+C soit le
ge´ne´rateur d’un C0-(semi-)groupe exponentiellement stable e
tA
+
sur X : il
existe M+ > 0 et β+ > 0 tel que
‖etA
+
z‖X ≤ M
+e−β
+
t‖z‖X , ∀ t ≥ 0, z ∈ X .
Observateur direct{
w˙+(t) = A+w+(t)−H+y(t), ∀ t ∈ (0, τ),
w+(0) = w+0 ∈ X .
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Le terme observateur direct signifie que l’on approche l’e´tat du syste`me
observe´ quand τ, t →∞. En effet, posant e+ = w+ − z , on obtient
{
e˙+(t) = A+e+(t), ∀ t ∈ (0, τ),
e+(0) = w+0 − z0,
et etA
+
est exponentiellement stable.
Erreur d’observation directe
Pour toutes donne´es initiales w+0 , z0 ∈ X ,
‖w+(t)− z(t)‖X ≤ M
+e−β
+
t‖w+0 − z0‖X , ∀ t ∈ [0, τ ].
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On suppose qu’il existe H− ∈ L(Y ,X ) tel que A− = −A + H−C soit le
ge´ne´rateur d’un C0-(semi-)groupe exponentiellement stable e
tA
−
sur X : il
existe M− > 0 et β− > 0 tel que
‖etA
−
z‖X ≤ M
−e−β
−
t‖z‖X , ∀ t ≥ 0, z ∈ X .
On de´finit un observateur re´trograde du syste`me observe´ par
{
w˙−(t) = −A−w−(t)+H−y(t), ∀ t ∈ (0, τ),
w−(τ) = w−τ ∈ X .
Erreur d’observation re´trograde
Pour toutes donne´es finales w−τ , z(τ) ∈ X ,
‖w−(t)− z(t)‖X ≤ M
−e−β
−(τ−t)‖w−(τ)− z(τ)‖X , ∀t ∈ [0, τ ].
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Remarque
Notons que dans notre cas
A anti-adjoint
C borne´
(A,C ) exactement observable
On a un candidat naturel
H+ = H− = −C∗.
La preuve repose essentiellement sur un re´sultat de Liu (1997).
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Si l’on choisit w−τ = w
+(τ), on ve´rifie facilement
Erreur de reconstruction pour un aller-retour
Pour toutes donne´es initiales w+0 , z0 ∈ X ,
‖w−(0)− z0‖X ≤ M
−e−β
−τ‖w−(τ)− z(τ)‖
≤ M−M+e−(β
−+β+)τ‖w+0 − z0‖.
Pour τ suffisamment grand, il existe
une constante 0 < α = α(τ) < 1
telle que
‖w−(0)− z0‖X ≤ α‖w
+
0 − z0‖X .
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Remarque
Ramdani, Tucsnak et Weiss (2010) ont montre´ que dans le cas A
anti-adjoint, C borne´ et (A,C ) exactement observable en temps τobs > 0
‖eτA
+
‖L(X ) < 1
et
‖eτA
−
‖L(X ) < 1
pour tout τ ≥ τobs.
On choisit dore´navant τ ≥ τobs et on pose α = ‖e
τA+eτA
−
‖L(X ) < 1.
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On pose pour tout n ∈ N


w˙+
n
(t) = A+w+
n
(t)+C∗y(t), ∀ t ∈ (0, τ),
w+0 (0) = w
+
0 , n = 0,
w+
n
(0) = w−
n−1(0), n ≥ 1,
{
w˙−
n
(t) = −A−w−
n
(t)−C∗y(t), ∀ t ∈ (0, τ),
w−
n
(τ) = w+
n
(τ), n ∈ N.
On ve´rifie facilement
‖w−
n
(0)− z0‖X ≤ α
n‖w+0 − z0‖X , ∀ n ∈ N.
Comme α < 1 (τ est choisi suffisamment grand), on obtient
‖w−
n
(0)− z0‖X → 0, n→∞.
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Soit (E ,H) une solution aux e´quations de Maxwell


ε
∂E
∂t
(x , t)− rotH(x , t) = 0, dans Ω× R+,
µ
∂H
∂t
(x , t) + rotE (x , t) = 0, dans Ω× R+,
divE (x , t) = 0, divH(x , t) = 0, dans Ω× R+,
E (x , t) ∧ ν = 0, H(x , t) · ν = 0, sur ∂Ω× R+,
E (x , 0) = E0(x), dans Ω,
H(x , 0) = H0(x), dans Ω.
En posant
z =
(
E
H
)
, z0 =
(
E0
H0
)
, A =
(
0 ε−1rot
−µ−1rot 0
)
,
z ve´rifie formellement{
z˙(t) = Az(t), ∀ t ∈ R+,
z(0) = z0.
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En posant
C =
(
χ 0
)
,
on a l’observation
y(t) = Cz(t) = χ(·)E (·, t), ∀ t ∈ (0, τ).
Enfin, on prend en compte les conditions de divergence et aux bords
en posant
X = {(f , g) ∈ (L2(Ω))3 × (L2(Ω))3 | g · ν = 0 sur ∂Ω,
div (f ) = 0 dans Ω \ O, div (g) = 0 dans Ω},
D(A) = {(f , g) ∈ X | (rot (f ), rot (g)) ∈ (L2(Ω))3 × (L2(Ω))3,
f ∧ ν = 0 sur ∂Ω}.
Y = (L2(Ω))3.
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On montre que A : D(A)→ X est anti-adjoint et C ∈ L(X ,Y ).
Sous des conditions ge´ome´triques de type Bardos, Lebeau et Rauch,
et si ∂Ω est connexe, Phung (2000) a montre´ que le syste`me (A,C )
est exactement observable sur X .
Alors H+ = H− = −C∗ conviennent pour la stabilisation de A et
−A respectivement.
Remarquons que
C∗ =
(
χ
0
)
∈ L(Y ,X ), C∗C =
(
χ 0
0 0
)
∈ L(X ).
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L’observateur direct s’e´crit

ε
∂E+
n
∂t
(x , t)− rotH+
n
(x , t)+χ(x)E+
n
(x , t) = y(x , t), Ω× (0, τ),
µ
∂H+
n
∂t
(x , t) + rot E+
n
(x , t) = 0, Ω× (0, τ),
divH+
n
(x , t) = 0, Ω× (0, τ),
E+
n
(x , t) ∧ ν = 0, H+
n
(x , t) · ν = 0, ∂Ω× (0, τ),
E+
n
(x , 0) = E−
n−1(x , 0), E
+
1 (x , 0) = 0, Ω,
H+
n
(x , 0) = H−
n−1(x , 0), H
+
1 (x , 0) = 0, Ω,
et l’observateur re´trograde

ε
∂E−
n
∂t
(x , t)− rotH−
n
(x , t)−χ(x)E−
n
(x , t) = −y(x , t), Ω× (0, τ),
µ
∂H−
n
∂t
(x , t) + rot E−
n
(x , t) = 0, Ω× (0, τ),
divH−
n
(x , t) = 0, Ω× (0, τ),
E−
n
(x , t) ∧ ν = 0, H−
n
(x , t) · ν = 0, ∂Ω× (0, τ),
E−
n
(x , τ) = E+
n
(x , τ), Ω,
H−
n
(x , τ) = H+
n
(x , τ), Ω.
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The´ore`me
Supposons que le triplet (Ω,O, τobs) satisfait les conditions d’optique
ge´ome´trique et que ∂Ω est connexe. Alors pour toutes donne´es initiales
E0,H0 ∈ (L
2(Ω))3 telles que
divE0(x) = divH0(x) = 0 dans Ω, H0(x) · ν = 0 sur ∂Ω,
et tout τ ≥ τobs , il existe un 0 < α < 1 tel que pour tout n ≥ 1
ε
∫
Ω
∣∣E0 − E−n (0)∣∣2+µ
∫
Ω
∣∣H0 −H−n (0)∣∣2 ≤ αn
{
ε
∫
Ω
|E0|
2 + µ
∫
Ω
|H0|
2
}
.
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Remarques :
Connexite´ du bord ∂Ω de Ω.
Le cas de l’observation frontie`re.
Perspectives :
Analyse nume´rique.
Simulation nume´rique.
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